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MOTIVACIÓN

Ghost Imaging (GI): Técnica para generación de imágenes, explicada 

originalmente de manera cuántica.

Muestreo Sub-Nyquist (MSN): Método de muestreo basado en menos 

datos que los normalmente requeridos.

• Bastante controversia. ¿Viola el teorema de Nyquist?

• Da lugar a optimizar aplicaciones ya existentes, incluso estando aún 

estudiado y desarrollado.

• Resultados notables usando el 49% de los datos requeridos.

• Personal: Tratamiento de Fase en este tipo de métodos.



CONCEPTOS BÁSICOS:
TEOREMA DE NYQUIST 1D



Dada una señal con frecuencia de Fourier máxima 𝐹𝑓, esta se puede 

recuperar muestreando con una frecuencia 2𝐹𝑓.

Interpolación de Whittaker:
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Asumir que una señal cumple esta condición implica asumir que 

es de duración temporal infinita. Esto tendrá consecuencias.



Intuitivamente, se pensaba que 

habría que tomar un número MUY 

grande de datos. 

• Interpolación Lineal

• NO hay criterio de límite de 

muestreo.

Fijando el límite de Nyquist, hay 

reconstrucción “perfecta”.

Frecuencia Original: 1Hz

Frecuencia de Muestreo: 5Hz

# de datos = Duración * 5 Hz 





Probar la validez de este teorema experimentalmente parece imposible, 

aunque computacionalmente se puede aproximar:

• Señal “Infinita” se corta a una 𝜑 𝑡 que tenga la mayoría de su “energía” en 

un intervalo finito, i.e:

𝜏−
𝜏
|𝜑 𝑡 |2𝑑𝑡 = 𝐸𝑇 + 𝜖 Buscamos maximizar el valor de 𝐸𝑇.
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𝑊

𝜙 𝜔 𝑒𝑖𝜔𝑡𝑑𝜔

• Problema de Valores Propios:

1−
1
𝜑 𝑥

𝑆𝑒𝑛
2𝜋𝜎 𝑡−𝑥
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𝜋 𝑡−𝑥
𝑑𝑥 = 𝜆𝜑(𝑡)

Estas funciones son las más 

apropiadas para probar el teorema.



CONCEPTOS BÁSICOS:
GHOST IMAGING COMPUTACIONAL



GHOST IMAGING

2 fotones generados vía SPDC.

Brazo Principal (I):

El fotón atraviesa el objeto y es 

recibido por un detector. NO hay 

resolución espacial.

Brazo de Referencia (II):

El fotón NO atraviesa el objeto. 

Hay resolución espacial, pero 

sin información del objeto.

(II)

(I)

Por medio de conteo de coincidencia al 

realizar un barrido 2-D, se genera la 

imagen de la apertura utilizada.



(II)

(I)





GHOST IMAGING COMPUTACIONAL

Partiendo de GI con luz 

Pseudo-Termal, se cambia el 

brazo de referencia por una 

simulación computacional de 

la propagación de la luz 

emitida.

Es una primera optimización 

del procedimiento, pues no hay 

“gasto” experimental. Las 

simulaciones se pueden hacer 

por aparte.





CONCEPTOS BÁSICOS:
MUESTREO SUB-NYQUIST



Se propone la posibilidad de recuperar perfectamente señales con un 

muestreo que NO satisface el teorema de Nyquist. NO se implementa 

la interpolación de Whittaker, pues fallaría.

¿Cómo lo hace?

1. Tomar una base donde la imagen sea 

“sparse” en alto grado. Tomada de un 

“diccionario”. La transformada F lleva la 

imagen T(x,y) a esa base.



2. Solucionar el problema de optimización:

𝑇𝐶𝑆 = 𝑇′ que minimiza |𝐹(𝑇′(𝑥, 𝑦))| y satisface ser las mediciones 

tomadas:

න𝑑𝑥𝑑𝑦𝐼𝑟 𝑥, 𝑦 𝑇′ 𝑥, 𝑦 = 𝐵𝑟
𝐼𝑟(𝑥, 𝑦): Intensidad que llega al 

objeto.

𝐵𝑟: Intensidad que llega al 

detector.



𝑇𝐶𝑆(𝑥, 𝑦)

𝜓 𝑇𝐶𝑆 𝑥, 𝑦 ||𝜓(𝑇𝐶𝑆)||

ඵ𝑑𝑥𝑑𝑦𝐼𝑟 𝑥, 𝑦 𝑇𝐶𝑆 𝑥, 𝑦 = 𝐵𝑟

Se deben cumplir 

ambas 

condiciones.

𝜙(𝜔𝑥, 𝜔𝑦)

𝑇𝑅(𝑥, 𝑦)

𝜓𝜓

Se debe utilizar una base a donde se pueda “ir y volver”. La 

opción intuitiva sería la transformada de Fourier discreta.



Muestreo Sub-Nyquist en GIC

La imagen máscara T(x,y) es una señal 2-D real. Katz et al. proponen utilizar la 

DCT-2D como transformada a una base donde sea altamente “sparse”.

Observaciones:

• NO es la DFT-2D: Solamente genera una matriz de entradas reales.

• Se sospecha reconstrucción que “desprecia” hasta cierto punto el espectro de 

fase.

Principio de Incertidumbre Uniforme:

Si una señal es “sparse” en una base dada, su transformada de Fourier NO es 

“sparse” en la nueva base.



Dada una imagen máscara T(x,y), 

podemos medir su grado de “sparsity” 

por el % de elementos que son 0 en la 

nueva base.

𝐹 𝑇 𝑥, 𝑦 = 𝐹(𝜔𝑥 , 𝜔𝑦)

Para seleccionar apropiadamente esta F, vale la pena evaluar 

este grado de “sparsity” en la base de la transformada propuesta 

por Katz et al.









Aplicaciones Varias



MULTI-WAVELENGTH GHOST IMAGING

Correlación entre campo propagado e intensidad reflejada por un 

objeto de varios colores. Puede verse como varios GI simultáneos.



Varios detectores reciben únicamente un color, generando 

una ghost image por separado. 

Recurre a la simulación del patrón de iluminación propuesto 

por Shapiro.



Ghost Imaging Tradicional: # de datos muy grande, 

tiempo de adquisición muy grande.

192 x 168 pixeles.



Resultados de aplicar 

Muestreo Sub-

Nyquist/Compressive

Sensing a:

• Ghost Imaging: TGI

• GI Computacional: CGI

Método Vs # de Datos

97 x 84 pixeles.



TECNOLOGÍA LIDAR

Caracterización de escenas en términos de medición de 

distancias. Generalmente implican altos tiempos de 

adquisición.

Se propone la implementación de muestreo sub-Nyquist en el 

montaje para reducir la cantidad de datos necesaria. Esta la 

define la resolución de la cámara.





N (Nyquist): 12100

# de medidas = 6000

Escena a 

900 metros 

de la fuente.



ESTUDIO DEL TRATAMIENTO 
DEL ESPECTRO DE FASE



Se observa siempre un “desprecio” de la fase:

• Se trabaja con magnitud de la imagen en la base “sparse”.

• Principio de incertidumbre impide usar DFT para máscara de apertura. 
Usamos DCT; despreciamos fase.

Las imágenes reconstruidas se muestran siempre a partir de magnitud. 
Podría pensarse que ligeros cambios en el espectro de fase de la máscara 
pasarían desapercibidos.

• Reconstrucción Perfecta: Debería tener en cuenta espectro de fase.
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