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Capítulo 1

Introducción

1.1 Absorción de Dos Fotones

La absorción de dos fotones, 2PA por sus siglas en inglés (Two-photon Absorption),
es el proceso por el cual un átomo o una molécula absorbe un par de fotones tal que la
energía de estos induce una transición del estado base de energía del átomo/molécula
a un estado excitado [1]. Este proceso de absorción simultánea fue analizado teórica-
mente por primera vez en la década de 1930 por Göppert-Mayer, quien, a partir de la
teoría de dispersión de Dirac, calculó la probabilidad de que un átomo emitiera simul-
táneamente dos fotones y posteriormente consideró el proceso inverso, la absorción de
dos fotones [2].

Los cálculos teóricos de Mayer se demostraron experimentalmente por primera vez
en 1961 poco después de la invensión del láser [3]. W. Kaiser y C.G. Garrett, quienes
realizaron este primer experimento, investigaron la generación de luz fluorescente azul,
de alrededor de λ = 425 nm, mediante la iluminación cristales de CaF2 : Eu2+ con luz
roja (λ = 694,3 nm) utilizando un maser óptico de rubi [4]. Posteriormente, en 1962
I.D Abella estudio el proceso de 2PA en átomos de Cesio, observando la transición en-
tre los estados 6S1/2 y 9D3/2, también por medio un máser de rubi [5].

La invensión de la microscopía de fluorescencia de dos fotones a manos de Webb
y su equipo de trabajo en 1990 llevó a un alto interés en el estudio de todo tipo de
procesos multifotónicos, y desde entonces se han desarrollado aplicaciones del 2PA en
microscopía, microfabricación, almacenamiento tridimensional de datos, limitación de
potencia óptica, terapía fotodinámica y en la liberación localizada de especies bioacti-
vas [3].

La investigación de las propiedades del 2PA en materiales orgánicos también ha
crecido de forma significante desde la decada de 1990 debido a que cada material nece-
sita ser identificado en cada aplicación del 2PA, caracterizando los requerimientos que
estos necesitan para exhibir este proceso. Estos requerimientos suelen ser una combi-
nación de la probabilidad de que se presente el 2PA a una determinada longitud de onda
(cuantificada por la sección eficaz del 2PA), y una alta sensitividad para que se produz-
ca un efecto secundario debido a la absorción de dos fotones. Dicho efecto secundario
puede ser la emisión de fluorescencia, una reacción fotoquímica, o una sensibilización
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de otro material [1].

Desde la comprobación experimental de la absorción de dos fotones, se han desa-
rrollado diversas técnicas para determinar el espectro del 2PA de diversos materiales y
medir sus secciones eficaces, en partícular para moléculas [6, 7, 8] y átomos de Rubi-
dio [9]. En la actualidad podemos clasificar estas técnicas en dos grandes categorías:
métodos directos, en los que se mide la atenuación del láser usado en la excitación del
material; y métodos indirectos, en los que se miden los efectos secundarios producidos
por el 2PA (fluorescencia inducida, cambio en la temperatura del material, etc) [1].

El proceso de absorción de dos fotones se puede dividir a su vez en dos casos, el
caso degenerado, en el que los dos fotones tienen la misma energía, y el caso no dege-
nerado, en el que la energía de los fotones es distinta (ver Fig. 1.1).

Figura 1.1: Esquema del diagrama de energía que muestra la excitación de una molécula del estado
base g, a un estado excitado f, localizado a una energía E f sobre el estado base. Imagen tomada de
[1].

La gran mayoría de los resultados en la medida de la sección eficaz del 2PA corres-
ponden al caso degenerado, y algunas aplicaciones del uso de rayos de luz no degenera-
dos han sido descritas para casos particulares, como el del Rubidio, y pueden volverse
más conocidas una vez que se entiendan mejor las propiedades de los materiales bajo
este tipo de absorción [1].

1.2 Estructura del Átomo de Cesio

Como ya se observó, el 2PA tiene una amplía serie de aplicaciones en diferen-
tes áreas de desarrollo tecnológico y de conocimiento, los ejemplos mencionados en la
sección anterior fueron la espectroscopía de materiales, microscopía, microfabricación,
almacenamiento de datos, terapía fotodinámica, etc. Esto demuestra la importancia en
la actualidad que tiene la investigación de este proceso de absorción de fotones.

En particular, al considerar la aplicación directa de este proceso 2PA a átomos de
Cesio, se puede partir con la ventaja teórica de analizar un átomo alkalino cuya es-
tructura es muy similar a la del átomo de hidrógeno, y de que en la actualidad, las
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transiciones para el átomo de Cesio están muy bien caracterizadas. Además, las fre-
cuencias de transición de este elemento atómico (Ver Fig. 1.2) son muy utilizadas en
médidas de tiempo (relojes), sistemas de posicionamiento global satelital (GPS), redes
de telecomunicación, y varias aplicaciones más.

Figura 1.2: Estructura fina del átomo de Cesio. Aquí se muestra el estado base de energía y algunos
de los estados excitados en su correspondiente nivel l de momento angular orbital. Estos niveles de
energía son degenerados.

1.3 Estructura Hiperfina del Átomo de Cesio

En estudios, tanto teóricos como experimentales, del proceso 2PA del átomo de Ce-
sio es importante considerar los estados corregidos por estructura hiperfina para tener
una mayor caracterización de las transiciones y sus probabilidades bajo este tipo de
procesos multifotónicos.

Para levantar el degeneramiento de los estados excitados correspondientes a la es-
tructura fina del átomo de Cesio, se considerará la corrección a estos estados por es-
tructura hiperfina [10]. En este caso se debe tener en cuenta el momento magnético del
núcleo del átomo µI que se relaciona con el espín nuclear I como

µI = gIµNI, (1.1)

donde gI es el factor g nuclear, que en el caso del átomo de Cesio tiene el valor gI = 5,6,
y µN es el magneton nuclear que se relaciona con el magneton de Bohr µB mediante la
razón entre las masas del electrón y del protón:

µN = µB
me

mp
≈ µB

1836
. (1.2)
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El Hamiltoniano correspondiente a la interacción de µI con la densidad de flujo mag-
nético Be creado por los electrones atómicos es

HHFS =−µI ·Be. (1.3)

Se encontrará primero la corrección a los niveles de energía para el caso en el que los
electrones con momento angular orbital l = 0, y luego se usará una estrategia similar
para deducir las correcciones de estructura hiperfina en el caso en el que los electrones
tienen l 6= 0.

1.3.1 Estructura Hiperfina para Electrones con l = 0
Considerando que los electrones tienen una distribución de densidad de carga de la

forma −e|ψ(r)|2, y que los electrones con l = 0 pueden modelarse como una distribu-
ción de magnetización de la forma [10]

M =−gsµBS|ψ(r)|2, (1.4)

donde gs es el factor g asociado al electrón (en los cálculos para el átomo de Cesio
se tomará gs = 2), se puede escribir la densidad de flujo magnético Be a partir del
electromagnetismo clásico como

Be =
2
3

µ0M =−2
3

µ0gsµB|ψ(r)|2S, (1.5)

donde µ0 es la permeabilidad del vacío. Para determinar exactamente la forma de este
campo, se toman dos consideraciones:

Como la distribución de densidad de carga eléctrica es esféricamente simétrica,
se asume que para las partes de la distribución ubicadas a un radio rb � a0, donde
a0 es el radio de Bohr, la distribución de carga tiene un valor constante |ψ(0)|2.

Se asume que para elementos de la distribución ubicadas en radios r � rb no se
produce flujo magnético en r = 0.

Imponiendo estas condiciones sobre el flujo magnético en la Ec. 1.5, se encuentra
que el Hamiltoniano asociado a la estructura hiperfina se convierte en

HHFS = gIµNI · 2
3

µ0gsµB|ψ(0)|2S = AI ·S. (1.6)

Esta interacción se conoce como la interacción de contacto de Fermi, y también se
puede expresar como

HHFS = AI ·J, (1.7)

porque J = S para l = 0.

La interacción debida a la estructura hiperfina provoca que el momento nuclear I y
el momento angular total J (orbital más espín) cambien de dirección, pero el momento
angular total del átomo F = I+ J se mantiene constante. Los números cuánticos que
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representan a F y su proyección en z se denotan por F y MF respectivamente, de forma
que los estados propios de energía del Hamiltoniano HHFS son |I,J,F,MF〉. Con esto,
el valor esperado del Hamiltoniano en la Ec. 1.7 corresponde a

EHFS =
A
2
[F(F +1)− I(I +1)− J(J+1)] . (1.8)

1.3.2 Estructura Hiperfina para Electrones con l 6= 0

Los electrones con momento angular orbital distinto de cero que orbitan alrededor
del núcleo generan un campo magnético de la forma [10]

Be =
µ0

4π

[
ev× r

r3 − µe −4(µe · r̂)r̂
r3

]
. (1.9)

El primer término en paréntesis corresponde al movimiento orbital del electrón, donde
er×v = 2µBL. El segundo término es el campo magnético producido por el momento
dipolar de espín del electrón µe =−2µBS en la posición −r con respecto al dipolo. De
esta forma

Be =−2
µ0

4π

µB

r3

[
L−S+

3(S · r)r̂
r2

]
, (1.10)

el cual, para el problema del átomo de Cesio, toma el valor aproximado

Be ≈−2
µ0µB

4π

〈
1
r3

〉
J. (1.11)

De esta forma, vemos que la interacción debida a estructura hiperfina para electrones
con momento angular orbital distinto de cero tiene la forma similar HHFS = AI ·J, solo
que en este caso la constante A tiene valor

A =
µ0

2π
gIµNµB

〈
1
r3

〉
. (1.12)

donde 〈
1
r3

〉
.=

1
l
(
l + 1

2

)
(l +1)

(
Z

na0

)3

(1.13)

Para el átomo de Cesio la Ec. 1.12 corresponde entonces a

A =
gIµNµ0µB

1296π

(
55
a0

)3

(1.14)

Usando las Ecs. 1.8 y 1.14, se pueden calcular los desdoblamientos de los niveles de
energía debido a la estructura hiperfina del átomo de Cesio, tal y como se observa en la
Fig. 1.3.
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Figura 1.3: Correcciones por estructura hiperfina a los niveles 6S1/2,6P1/2,6P3/2 y 8S1/2 del átomo de
Cesio. La separación entre cada nivel F está dada en frecuencia.

Observando la Fig. 1.4, se concluye que los valores calculados para la separación de
los niveles de energía corregidos por estructura hiperfina para los niveles 6S1/2 y 6P3/2
coinciden bastante bien con los valores reportados por [11]. En este caso se comple-
menta esta información de la separación entre los niveles corregidos para los estados
6P1/2, 8S1/2.

1.4 Problema de Investigación

Medir la sección eficaz σ (2) del 2PA es en general, el punto de partida para realizar
experimentos que buscan producir estas transiciones mediante técnicas de espectros-
copía libre de efecto Doppler usando otros tipos de fuentes de luz, como por ejemplo,
fuentes de pares de fotones enredados, y el primer paso para esto es realizar los cálcu-
los correspondientes al σ (2) para tener datos con los que contrastar a la hora de realizar
el experimento.

Es por esto que el presente trabajo consiste en estudiar el proceso de absorción de
dos fotones en átomos de Cesio de forma teórica realizando el cálculo de la sección
eficaz del 2PA para el caso no denegerado.
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Figura 1.4: Valores de la separación en frecuencia de los niveles de energía para estructura fina e
hiperfina reportados por [11].
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Capítulo 2

Cálculo de la Sección Eficaz del 2PA

2.1 Ecuación de Propagación

La forma general en la que se puede abordar el problema del cálculo de la sección
eficaz σ (2) del 2PA es estudiando la atenuación de la intensidad de la radiación electro-
magnética que interactúa un material.

Consideremos un haz de luz de longitud de onda λ y frecuencia angular ω que
incide sobre un material capaz de exhibir el proceso de absorción de dos fotones. De
forma general, si el haz en cuestión se propaga a lo largo del eje z y el material es capaz
también de exhibir transiciones asociadas a la absorción de un fotón, las secciones
eficaces σ (1) y σ (2) para la absorción de uno y dos fotones, respectivamente, se pueden
relacionar con el flujo de fotones φ y la densidad de moléculas en el estado base N del
material 2PA mediante la ecuación de propagación [1] (Ver Fig. 2.1)

dφ

dz
=−σ

(1)Nφ −Nσ
(2)

φ
2. (2.1)

En el presente trabajo se considerará que el material únicamente exhibe absorción
de un fotón, por lo que el segundo término en la Ec. 2.1 domina ampliamente sobre el
primero y así, la atenuación del haz se puede escribir como

dφ

dz
=−Nσ

(2)
φ

2. (2.2)

El flujo de fotones se relaciona con la intensidad del haz incidente I mediante la energía
del fotón Eν = hc/λ = }ω:

φ =
I

Eν

, (2.3)

de forma que la Ec. 2.1 se puede reescribir en términos de la intensidad como

dI
dz

=−Nσ
(2) I2

Eν

. (2.4)

Si se quiere relacionar la sección eficaz con la tasa de fotones absorbidos (Rate), lo que
se debe hacer es integrar esta cantidad con respecto al volumen del haz a lo largo del
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Figura 2.1: Representación gráfica de un haz que incide sobre sobre un bloque de espesor ∆z, área A,
densidad de átomos N y sección eficaz por átomo σ . El cambio en la intensidad de la luz en función de
la distancia de propagación a lo largo del material (atenuación) es proporcional a σ . Imagen tomada
de [10]

material 2PA, de forma que

Rate =
∫ dI

dz
dV =

∫
−Nσ

(2) I2

Eν

dV. (2.5)

Esta integral es equivalente a multiplicar por el volumen V del haz a lo largo del mate-
rial, asumiendo que I es constante sobre todo el volumen:

Rate =−Nσ
(2) I2

Eν

V. (2.6)

y si se asume que el haz está colimado a lo largo del material, se puede escribir el
volumen como V = AzR, donde A = πw2

0 es el área del perfil transversal del haz, w0
es la cintura del láser, y zR es el rango de Rayleigh del haz. Usando esto la Ec. 2.4 se
puede reescribir como

Rate =−Nσ
(2)
(

I2

Eν

)
AzR, (2.7)

si se usa ahora el hecho de que la intensidad es potencia P sobre área A, la expresión
del Rate se convierte en

Rate =−Nσ
(2) P2

AEν

zR, (2.8)

finalmente, como zR =
πw2

0
λ

, se obtiene una expresión final para el Rate en función de la
sección eficaz del 2PA y la potencia de la luz láser incidente:

Rate =−Nσ
(2)P2

hc
. (2.9)

Esta ecuacion indica que, si experimentalmente se obtienen medidas para la tasa de
fotones en función de la potencia del láser, se podrá encontrar una relación lineal entre
el Rate y el cuadrado de la potencia P, cuya pendiente estará relacionada con la sección
eficaz del 2PA σ (2).
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2.2 Sección Eficaz del 2PA Degenerado

La sección eficaz del 2PA se puede relacionar con la probabilidad de transición de
dos fotones por unidad de tiempo Γi→n desde un estado inicial i a un estado excitado
n. Para encontrar la probabilidad, se aplica la teoría de perturbaciones dependiente del
tiempo a segundo orden y así se encuentra que [12]

Γi→ f =

(
2π

}3

)(
e|E0|

2

)4
(

∑
m, j

µi jµ j f µ f mµmi

(ωmi −ω)(ω ji −ωint)

)
δ (E f −Ei −2}ω), (2.10)

donde e es la carga del electrón, E0 es la amplitud del campo eléctrico de la radiación
incidente, m, j son estados virtuales entre los estados inicial i y excitado f , los cuales
se definen como la suma de todos los posibles estados atómicos; ωmi,ω ji son las fre-
cuencias angulares de transición entre los estados m → i, y i → j, respectivamente, ω

es la frecuencia angular del haz incidente, ωint es un valor fijo de frecuencia angular
correspondiente a un nivel intermedio entre los niveles j, y µi j,µ j f ,µ f m,µmi son los
elementos matriciales del operador de dipolo eléctrico definidos como

µi j = 〈i|ε̂ · r̂| j〉 ,
µi f = 〈i|ε̂ · r̂| f 〉 ,

µ f m = 〈 f |ε̂ · r̂|m〉 ,
µmi = 〈m|ε̂ · r̂|i〉 ,

donde ε̂ es la dirección de polarización. Si se multiplica la tasa de transición en la Ec.
1.8 por la densidad de fotones en el estado base N, se puede obtener la tasa de transición
por unidad de volumen

Γ
(2)
i→ f =

(
2πN
}3

)(
e|E0|

2

)4
(

∑
m, j

µi jµ j f µ f mµmi

(ωmi −ω)(ω ji −ωint)

)
δ (E f −Ei −2}ω). (2.11)

Esta tasa de transición por unidad de volumen es la que se puede usar para realizar el
cálculo de la sección eficaz σ (2). La Ec. 2.4 indica que

dI
dz

=−Nσ
(2)
(

I2

Eν

)
=− β

Eν

I2, (2.12)

donde β es el coeficiente de absorción de 2PA. Este coeficiente se puede definir en
función de la frecuencia del haz incidente como [13]

β (ω) =
2}ω

I2 Γ
(2)
i→ f = Nσ

(2), (2.13)

y con base en esto se puede dar otra definición para la sección eficaz, esta vez en función
de la tasa de transición por unidad de volumen, como

σ
(2) =

(
2}ω

NI2

)(
2πN
}3

)(
e|E0|

2

)4
(

∑
m, j

µi jµ j f µ f mµmi

(ωmi −ω)(ω ji −ωint)

)
δ (E f −Ei −2}ω).

(2.14)



12 Cálculo de la Sección Eficaz del 2PA

Teóricamente es normal pensar que las transiciones tienen energías bien definidas, pero
en sistemas atómicos esto no es posible debido al principio de incertidumbre de Hei-
senberg. Debido a esto, la función delta que aparece en la tasa de transición se puede
reemplazar por un ensanchamiento de la línea espectral mediante la lorentziana

δ (E f −Ei −2}ω) =
1
}

(
γ f i

(ω f i −2ω)2 + γ2
f iπ

2

)
, (2.15)

donde ω f i es la frecuencia de transición entre el estado base i y el estado final excitado
f , y γ f i corresponde al ancho de línea natural de dicha transición. Con esto, y usando
el hecho de que ω = 2πν , se puede reescribir la sección eficaz en la Ec. 2.14 como

σ
(2) =

(e|E0|)4πν

4I2}3

(
∑
m, j

µi jµ j f µ f mµmi

(νmi −ν)(ν ji −νint)

)(
γ f i

(ν f i −2ν)2 + γ2
f i/4

)
. (2.16)

Considerando que a lo largo del material 2PA, la onda se puede considerar plana y
monocromática, la intensidad se puede escribir como

I =
cε0

2
|E0|2, (2.17)

donde ε0 es la permitividad eléctrica del vacío. Con esto, la Ec. 2.16 se convierte en

σ
(2) =

(
νe4µ0

ε0h3

)(
∑
m, j

µi jµ j f µ f mµmi

(νmi −ν)(ν ji −νint)

)(
γ f i

(ν f i −2ν)2 + γ2
f i/4

)
, (2.18)

donde µ0 es la permeabilidad del vacío.

Para el caso del átomo de Cesio, las frecuencias de transición que se consideran son
6S1/2 −→ 8S1/2, 6S1/2 −→ 7D3/2 y 6S1/2 −→ 7D5/2, como se ve en la Fig. 2.2.

La expresión en la Ec. 2.18 corresponde a la sección eficaz total del 2PA, de forma
que los términos que componen esta suma son los σ (2) asociados a las transiciones por
2PA (líneas punteadas) indicadas en la Fig. 2.2, y donde las transiciones a niveles inter-
medios que se tienen en cuenta son las indicadas en la Fig. 2.2 mediante líneas sólidas,
pues las transiciones a demás estados virtuales presentan frecuencias de transición tan
altas, que los términos en la suma de la Ec. 2.18 correspondientes a estos estados vir-
tuales se pueden despreciar.

Considerando lo anterior y teniendo en cuenta la degeneración de los estados exci-
tados debido a la estructura fina, y también la probabilidad de ocupación ρ

(0)
ii del estado

base, se puede expandir la sumatoria como sigue [9]:

σ (2) = νe4µ0
ε0h3

[
2γ8S1/2, 6S1/2

γ2
8S1/2, 6S1/2

+(ν8S1/2, 6S1/2
−2ν)2 +

4γ7D3/2, 6S1/2

γ2
7D3/2, 6S1/2

+(ν7D3/2, 6S1/2
−2ν)2

+
6γ7D5/2, 6S1/2

γ2
7D5/2, 6S1/2

+(ν7D5/2, 6S1/2
−2ν)2

]
∑

µi jµ j f µ f mµmi
(νmi−ν)(ν ji−νint)

ρ
(0)
ii

(2.19)
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Figura 2.2: Esquema de las transiciones del átomo de Cesio a partir de las reglas de selección para
absorción de uno y dos fotones. Las de un fotón están denotadas por líneas sólidas, mientras que las
de dos fotones se indican mediante las líneas punteadas. Cada línea representa los posibles caminos
de transición (excitación a un nivel de energía superior o decaimiento a uno inferior). El valor de las
longitudes de onda correspondientes a cada transición fueron tomados de [14, 15, 16, 17, 18, 19].

El factor de ocupación ρ
(0)
ii se define como

ρ
(0)
ii =

1
2Ji +1

(2.20)

donde Ji es el momento angular J correspondiente al estado base del átomo de Cesio,
que en este caso es 1/2, de forma que ρ

(0)
ii = 1/2. En el presente trabajo se enfocarán los

cálculos del σ (2) únicamente para la transición 6S1/2 −→ 8S1/2, de forma que, usando
los valores en las Tablas 2.1, 2.2 y 2.3, podemos representar gráficamente la sección efi-
caz del 2PA degenerado para la transición esta transición como se muestra en la Fig. 2.3

Constantes
c 3×108 m/s
e 1,602×10−19 C
ε0 8,854×10−12 C2/N ·m2

h 6,626×10−24 J · s
µ0 4π ×10−7 T ·m/A

Tabla 2.1: Valores de las constantes fundamentales.
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Transiciones Frecuencias de Transición (Hz)
6S1/2 −→ 6P1/2 3,3546×1016

6S1/2 −→ 6P3/2 3,5207×1016

6S1/2 −→ 7P1/2 6,5317×1016

6S1/2 −→ 7P3/2 6,626×1016

6S1/2 −→ 8S1/2 7,2974×1016

Tabla 2.2: Valores de las frecuencias de transición de las transiciones 6S1/2 −→ 6P1/2, 6S1/2 −→ 6P3/2,
6S1/2 −→ 7P1/2, 6S1/2 −→ 7P3/2 y 6S1/2 −→ 8S1/2.

Transiciones µ (10−10 m) Transiciones µ (10−10 m)
6S1/2 −→ 6P1/2 2,4541 8S1/2 −→ 6P1/2 −0,5228
6P1/2 −→ 8S1/2 −0,5228 6P1/2 −→ 6S1/2 2,4542
6S1/2 −→ 6P3/2 3,4707 8S1/2 −→ 6P3/2 −0,7394
6P3/2 −→ 8S1/2 0,7394 6P3/2 −→ 6S1/2 −3,4707
6S1/2 −→ 7P1/2 0,2752 8S1/2 −→ 7P1/2 −5,0984
7P1/2 −→ 8S1/2 −5,0984 7P1/2 −→ 6S1/2 0,2752
6S1/2 −→ 7P3/2 0,3892 8S1/2 −→ 7P3/2 −7,2103
7P3/2 −→ 8S1/2 7,2103 7P3/2 −→ 6S1/2 −0,3892

Tabla 2.3: Valores Elementos Matriciales µ . Resultados tomados de [12].

Figura 2.3: Gráfica de la sección eficaz del 2PA para la transición 6S1/2 −→ 8S1/2 en el átomo de
Cesio. El eje x corresponde a la longitud de onda del haz. El eje y corresponde a σ (2).

El comportamiento de la sección eficaz del 2PA en función de la longitud de onda
λ del haz incidente sobre los átomos de Cesio, la cual corresponde a dos veces la lon-
gitud de excitación del átomo, que se aprecia en la Fig. 2.3, índica que σ (2) incrementa
rápidamente a medida que λ se acerca al valor de resonancia (frecuencia de máxima
excitación), y de igual manera decrece muy rápido a medida que λ se aleja de este valor
de resonancia. En este caso se observa que el pico de máxima excitación está centrado
alrededor de los 822,2 nm, la cual corresponde al doble de la energía de excitación de
la línea 6S1/2 −→ 8S1/2.
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2.3 Probabilidad de Transición Para el 2PA no Degenerado

El primer acercamiento para lograr estudiar la sección eficaz del 2PA en átomos
de Cesio para el caso no degenerado es aplicar nuevamente la teoría de perturbaciones
dependiente del tiempo a segundo orden considerando ahora la superposición de dos
modos de oscilación E1 y E2:

E1 = E01cos(n̂ · r−ω1t)ε̂1,

E2 = E02cos(n̂ · r−ω2t)ε̂2.

Por simplicidad, se asumirá que ambos campos tienen la misma amplitud E01 = E02 =
E0 y la misma polarización ε̂1 = ε̂2 = ε̂ , de forma que la superposición de estos modos
se puede escribir como

E = E0ε̂ [cos(n̂ · r−ω1t)+ cos(n̂ · r−ω2t)] , (2.21)

de forma que se pueda definir el hamiltoniano de interacción ĤI (únicamente para el
término correspondiente a la absorción estimulada) como

ĤI =−eE0

2

(
ei(n̂·r−ω1t)+ ei(n̂·r−ω2t)

)
ε̂ · r. (2.22)

De esta forma, la corrección a los coeficientes cn(t) de los estados corregidos a segundo
orden se puede escribir como

cn(t) =
(

1
i}

)2

∑
m

∫ t

0

∫ t ′

0

〈
ψ f |ĤI(t ′)|ψm

〉〈
ψm|ĤI(t ′′)|ψi

〉
eiω f mt ′eiωmit ′′dt ′dt ′′, (2.23)

donde ψi y ψ f son los estados inicial y final del átomo de Cesio, y ψm un estado de
energía intermedio; ω f m es la frecuencia de transición entre el estado final e interme-
dio, y ωmi la frecuencia de transición entre el estado intermedio e inicial.

Si se toma el cambio de variable〈
ψ f |ĤI(t ′)|ψm

〉
=Vf m(t ′),〈

ψm|ĤI(t ′′)|ψi
〉
=Vmi(t ′′),

se puede reescribir la Ec. 2.22 como

cn(t) =
(

1
i}

)2

∑
m

∫ t

0
dt ′eiω f mt ′Vf m(t ′)

∫ t ′

0
dt ′′eiωmit ′′Vmi(t ′′). (2.24)

Notese que V (t) se puede representar como

V (t) = v†(e−iω1t + e−iω2t), (2.25)

donde v† está relacionado con los elementos matriciales correspondiente al operador
dipolar eléctrico:

v† =−eE0

2
ein̂·r 〈a|ε̂ · r|b〉 , (2.26)
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donde |a〉 y |b〉 son estados cualesquiera. Como las longitudes de onda correspondientes
a ω1 y ω2 son más grandes que el tamaño del átomo, es posible aplicar la aproximación

ein̂·r ≈ 1, (2.27)

de forma que

v† =−eE0

2
〈a|ε̂ · r|b〉 , (2.28)

y con esto, es posible reescribir los cn en la Ec. 2.23 como

cn(t) =
(

1
i}

)2

∑
m

v†
f mv†

mi

∫ t

0
dt ′eiω f mt ′(e−iω1t ′+e−iω2t ′)

∫ t ′

0
dt ′′eiωmit ′′(e−iω1t ′′+e−iω2t ′′).

(2.29)
Ahora, nuevamente es necesario recalcar el hecho de que la absorción de los dos foto-
nes no es de forma simultánea, y existe un tiempo asociado a la llegada de cada fotón
al núcleo del átomo, por lo que en realidad los límites de integración deberian modifi-
carse de forma que se haga explícita esta diferencia en los tiempos de llegada de cada
fotón. Sin embargo, se desea estudiar a grandes rasgos la forma de la probabilidad de
transición debida al 2PA no degenerado, por lo que en el presente cálculo no se tendrá
en cuenta este detalle.

Dicho lo anterior, si se define la frecuencia de transición ω0 como

ω0 = ω f m +ωmi = ω1 +ω2, (2.30)

al resolver la integral con respecto a t ′′ en la Ec. 2.28, la integral con respecto a t ′ se
puede evaluar separándola en dos grandes términos:

I1 =
∫ t

0
dt ′
[

ei(ω0−2ω1)t ′ − ei(ω f m−ω1)t ′

i(ωmi −ω1)
+

1− ei(ω f m−ω1)t ′

i(ωmi −ω2)

]
, (2.31)

y

I2 =
∫ t

0
dt ′
[

ei(ω0−2ω2)t ′ − ei(ω f m−ω2)t ′

i(ωmi −ω2)
+

1− ei(ω f m−ω2)t ′

i(ωmi −ω1)

]
, (2.32)

Al resolver ambas integrales, aparecerán términos de la forma ei(ω0−2ω1)t ′ − 1 y
ei(ω0−2ω2)t ′ − 1 cuya física corresponde al caso estudiado en la sección anterior para
el 2PA degenerado, en este caso para las frecuencias ω1 y ω2, por lo que no se ten-
drá en cuenta estos términos. De esta forma, al conservar los términos concernientes al
2PA no degenerado, la suma de ambas integrales da lugar a los siguientes términos:

I1 + I2 ≈
ei(ω f m−ω1)t −1

(ω f m −ω1)(ωmi −ω1)
+

ei(ω f m−ω2)t −1
(ω f m −ω2)(ωmi −ω2)

+
1− ei(ω f m−ω1)t

(ωmi −ω2)(ω f m −ω1)
+

1− ei(ω f m−ω2)t

(ωmi −ω1)(ω f m −ω2)
,

es importante mencionar que también aparece un término de la forma[
2ωmi −ω0

i(ωmi −ω1)(ωmi −ω2)

]
t,
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pero este término, donde t corresponde justamente a la diferencia en el tiempo de lle-
gada entre ambos fotones como se mencionó anteriormente, se podrá despreciar con-
siderando que esta diferencia es muy pequeña, por lo que no se tendrá en cuenta para
realizar el cálculo de la probabilidad de transición.

Ahora, si se considera los cambios de variable

ω1 =
ω0

2
+Ω,

ω2 =
ω0

2
−Ω,

donde Ω es el "detunning"de la frecuencia central ω0 de transición, la suma de las
integrales I1 + I2 se puede expresar ahora como

I1 + I2 ≈ ei(ω f m−ω0
2 −Ω)t−1

(ω f m−
ω0
2 −Ω)(ωmi−

ω0
2 −Ω)

+ ei(ω f m−ω0
2 +Ω)t−1

(ω f m−
ω0
2 +Ω)(ωmi−

ω0
2 +Ω)

+ 1−ei(ω f m−ω0
2 −Ω)t

(ωmi−
ω0
2 +Ω)(ω f m−

ω0
2 −Ω)

+ 1−ei(ω f m−ω0
2 +Ω)t

(ωmi−
ω0
2 −Ω)(ω f m−

ω0
2 +Ω)

. (2.33)

Al realizar el cálculo de la probabilidad, la cual corresponde a |cn(t)|2, se obtendrán
los módulos cuadrados de los cuatro términos de esta suma de las integrales, más los
términos cruzados provenientes de la multiplicación de cada término por el complejo
conjugado de los demas. La suma de los módulos cuadrados de cada término son de la
forma (promediando los senos cuadrados resultantes con respecto al tiempo)

1
(ω f m − ω0

2 −Ω)2(ωmi − ω0
2 −Ω)2 +

1
(ω f m − ω0

2 +Ω)2(ωmi − ω0
2 +Ω)2

+
1

(ωmi − ω0
2 +Ω)2(ω f m − ω0

2 −Ω)2 +
1

(ωmi − ω0
2 −Ω)2(ω f m − ω0

2 +Ω)2 .

Unificando esta expresión tomando factores comunes y sumando las fracciones se pue-
de llegar al siguiente término:(

ωmi − ω0
2

)2
+Ω2[(

ωmi − ω0
2

)2 −Ω2
]2 ×

(
ω f m − ω0

2

)2
+Ω2[(

ω f m − ω0
2

)2 −Ω2
]2 . (2.34)

Los términos cruzados correspondientes a los productos de los términos 1 y 2, 1 y 4, y
2 y 3 en la Ec. 2.31 producirán exponenciales de la forma

e±2iΩ − e±i(ω f m−
ω0
2 −Ω)− e∓i(ω f m−

ω0
2 +Ω)+1,

los cuales corresponden a oscilaciones rápidas que no contribuirán a la probabilidad,
y que se podrán despreciar en el cálculo. Con esto, los únicos términos cruzados que
sobrevivirán son los correspondientes a los términos 1 y 3, y 2 y 4, los cuales ten-
drán la forma (nuevamente promediando con respecto al tiempo los senos cuadrados
resultantes)

1(
ω f m − ω0

2 −Ω
)2
[(

ωmi − ω0
2

)2 −Ω2
]+ 1(

ω f m − ω0
2 +Ω

)2
[(

ωmi − ω0
2

)2 −Ω2
] .
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Nuevamente si se unifica esta expresión tomando factores comunes y sumando las frac-
ciones se llega al término (

ω f m − ω0
2

)2
+Ω2[(

ωmi − ω0
2

)2 −Ω2
][(

ω f m − ω0
2

)2 −Ω2
]2 . (2.35)

Si comparamos las Ecs. 2.32 y 2.33, vemos que la primera es mucho más pequeña
en orden de magnitud comparado con la segunda, por lo que en la probabilidad de
transición dominará el término de la Ec. 2.33, permitiendo despreciar el de la Ec. 2.32,
y así finalmente escribir la probabilidad de transición P(Ω) como

P(Ω) =
1
}4 ∑

m, j
v†

f mv†
miv

†
i jv

†
j f ∑

m

(
ω f m − ω0

2

)2
+Ω2[(

ωmi − ω0
2

)2 −Ω2
][(

ω f m − ω0
2

)2 −Ω2
]2 . (2.36)

Usando la Ec. 2.27 y la notación introducida en la Ec. 2.10 para los elementos matri-
ciales, esta expresión de la probabilidad se puede reescribir como

P(Ω)=

(
eE0

2}

)4
(

∑
m, j

µi jµ j f µ f mµmi

)∑
m

(
ω f m − ω0

2

)2
+Ω2[(

ωmi − ω0
2

)2 −Ω2
][(

ω f m − ω0
2

)2 −Ω2
]2

 .

De forma que, usando los mismos valores para los elementos matriciales µ y frecuen-
cias ωmi y ω f m presentes en las Tablas 2.1, 2.2 y 2.3, se puede gráficar esta probabilidad
obteniendo lo que se muestra en la Fig. 2.4:

Figura 2.4: Gráfica de la probabilidad de transición por interacción 2PA para la transición 6S1/2 −→
8S1/2 en el átomo de Cesio. El eje x corresponde a la frecuencia del "detunning"Ω. El eje y corresponde
a la probabilidad P(Ω).

El comportamiento gráfico obtenido es esperado para la región en la que la que la
probabilidad se convierte en un pico casí divergente, pues es de esperar que al acercarse
a la frecuencia de resonancia mediante el detunning, la probabilidad de transición in-
cremente rápidamente y que al alejarse empiece a decrecer, sin embargo aún no es del
todo claro la física detras del pico que decrece negativamente y el orden de magnitud
de la probabilidad.



Capítulo 3

Conclusiones y Perspectiva

Los resultados obtenidos en el capítulo anterior para el cálculo de la probabilidad
de transición para el caso del 2PA no degenerado revelan un poco de la física que se es-
peraría para el comportamiento de la excitación del átomo al absorber dos fotones cuya
frecuencia en este caso es distinta, en especial comparándola con lo obtenido para el
caso degenerado. Sin embargo, el panorama para lograr un mayor entendimiento teó-
rico de este proceso aún es amplio, pues como se destacó, es importante introducir en
los cálculos el hecho de la no simultáneidad en el proceso de absorción de ambos foto-
nes y tener en cuenta esa diferencia de tiempo de llegada de estos al núcleo.

Es importante analizar con mayor detenimiento las aproximaciones aplicadas para
llegar al cálculo de la probabilidad de transición, dado que, aunque físicamente tiene
sentido aplicarlas, puede el despreciar alguno de los términos descartados en el cálculo
ofrezca una contribución, pequeña, pero importante que afecte de alguna forma el com-
portamiento gráfico de la probabilidad mostrado en la Fig. 2.4 y que tal vez ayuden a
entender mejor los picos de probabilidad obtenidos y la escala para dicha probabilidad.

Cabe destacar que, una vez obtenida una mayor comprensión sobre la probabilidad
de transición para el 2PA no degenerado, se puede asumir el reto algebraico de intentar
realizar el cálculo de la sección eficaz de absorción σ (2) para el caso desarrollado en el
presente trabajo y analizar los resultados obtenidos contrastándolos con los resultados
del caso degenerado.

Por otro lado, todo el desarrollo presentado en el capítulo anterior se hizo bajo la
suposición de que ambos modos de oscilación del campo eléctrico tenían la misma
polarización, por lo que sería interesante análizar que pasa en el caso en que la polari-
zación es distinta, observar los efectos de este cambio en los elementos matriciales del
operador dipolar eléctrico, y ver como se comporta la probabilidad de transición, y por
ende la sección eficaz de absorción, en función de este cambio.

Por último, resultaría interesante diseñar un montaje experimental en el que se im-
plemente una fuente de pares de fotones no degenerados que permitan realizar el es-
tudio del 2PA en átomos de Cesio para este caso, y así poder contrastar los resultados
obtenidos experimentalmente con lo predicho por la teoría desarrollada con todas las
consideraciones mencionadas en los párrafos anteriores.
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